UENSU HUGO ALEX RIVAS MORA

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

CONCEPTOS GENERALES

Las funciones trigonométricas resultan basicamente de realizar divisiones entre
los lados de un triangulo. Su aplicacion se extiende a parte de las ramas de la
matematica, al estudio de muchos conceptos basicos de la fisica. Para una mejor
comprension del tema, analicemos la siguiente grafica:

En la figura se observa un angulo que orientado en forma positiva (en sentido
contrario a las manecillas del reloj), en el cual su lado inicial es el mismo eje de
coordenadas X, y su lado Terminal el nombrado con la letra A. Sobre este lado terminal
se han localizado dos puntos P1 y P2 respectivamente, y por cada uno de los dos
puntos hemos trazado igual numero de perpendiculares sobre el eje de coordenadas
X, formando asi dos triangulos rectangulos a saber: triangulo OM1P1 y OM2P2. De lo
anterior, se deduce, que de la misma forma que hemos construido dos triangulos
rectangulos, se pueden construir una cantidad infinita de triangulos, que por geometria
se sabe que seran semejantes entre si.

En forma general, tomemos un solo triangulo representativo de la cantidad infinita de
triangulos que se pueden construir, que seria el triangulo OMP, donde el punto P tiene
de coordenadas dos puntos (X, y).

Sea el triangulo rectangulo:
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El lado que se encuentra al frente del angulo recto, en cualquier triangulo
rectangulorecibe el nombre de hipotenusa, que en la grafica la hemos sefalado con la
letra r.

Por el teorema de Pitagoras se halla el valor de r, entonces:

Esta relacion indica que para cualquier angulo dado, cualquiera que sea el
punto P quese tome sobre su lado terminal, el cociente entre cualquiera de los lados y
r, tiene un valorconstante.

Es decir:

siempre van a tener un valor constante.

: : 4 ; ,
Sialarazon = se e asigna el nombre de Seno delangulo 8,y de forma

¥

similar a la razdn = se nombra como Coseno del angulo 8. Se tendra en

forma general gque:

Seng=2 Yy Co5e = Y
r I

De igual manera, como se han encontrado los valores de estas dos funciones, por
semejanza de triangulos se puede hallar otras proporciones y nombrarlas con
diferentes nombres, que en conjunto son las que llamamos funciones trigonométricas.

En funcién del triangulo rectangulo se definen las funciones trigonométricas asi:
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Llamando:

r = hipotenusa del triangulo

y = cateto opuesto respecto de &.

x = cateto adyacente respecto de &.

Entonces:

Cosenof ==

EJEMPLO

T
- ‘V

T Aplicacion:
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L

s

Sea el triangulo de la figura:

Calcular las funciones trigonométricas del angulos.

Para hallar las funciones trigonométricas, es indispensable conocer el valor del lado a.
Para hallarlo utilizamos el teorema de Pitagoras:

b a’+ c¢?
gt B2 g2
q2=82- 72
a
a
a

2 - 64 — 49
2 = 15

= 15

o o . Cateto opuesto_a_ 415 Clgs - Coteto advacente ¢ 7 _ 715
hipotenusa b & cateto opuesto  a .f15 15
SR & catgto adyacntez c =E SR hipotenusa 2 E - 11
hipotenusa b8 cateto adyacente ¢ 7 7
Tng 6 = cateto opuesto =§=@ Cocy —_hipotenusa _b_ 8 _ 8./15
cateto adyacente ¢ 7 cateto opuesto a ﬁ 15

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS NOTABLES
Se sabe por definicion que los angulos internos de cualquier triangulo suman 180°.

Si a un cuadrado se le traza una diagonal, genera dos tridngulos rectangulos, con
unangulo de 90° y dos de 45°. Ahora, si se trata de un triangulo equilatero donde sus
tres angulos son iguales (60° cada uno), y se divide en dos partes trazando una de las
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alturas del triangulo, genera dos triangulos rectangulos, donde cada uno de los

triangulos tiene un angulo de 90°, uno de 60° y el otro de 30°. A los angulos de 30°,
45° y 60° son los que llamamos angulos notables.

ﬁFunciones trigonométricas para los angulos de 30° y 60°

Para hallar las funciones trigonométricas de los angulos de 30° y 60°,
tomaremos comobase un triangulo equilatero.

Observemos que al dividir el triangulo equilatero en dos partes, resultan dos
triangulosrectangulos.

Tomemos uno de ellos:

Para hallar las funciones trigonométricas de los angulos de 30° y 60°,es
necesarioencontrar el valor de la altura del triangulo. Este valor se halla por medio del
teorema dePitagoras:
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Teniendo los datos del triangulo completos, se hallan las funciones trigonométricas

paracada uno de los angulos:

e
Sen oo  CAEMD OpUestn _43
hipotenusa L 2
L
Cosena BF = catgtu adyacnte=2 =1
hipotenusa T
Lsf3
Thg 6IF = cateto opuesto cy B3 i ﬁ
cateto adyacente L
2
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catefo adyacente
cateto opuesto L

Cty B° =

E
3

')_T\J“_
[}

M ‘

Sec BIF hipotenusa =£=
cateto adyacente L
2
Csc g o Nipotenusa L 9,03

" Cateto opuesto L3 3
2z

De igual manera se procede para el angulo de 30°, y se tendra:

L./3
- 3D,:,=|:at¢t|:| opuesto 9 _
hipotenusa L
L
Senn 30° = cate.tu adyacnte_ 5 1
hipotenusa L. 2
L3
Cig 90°= cateto opuesto 2 =5
cateto adyacente L
2

L
cateto adyacente g

Tg 30°= -
? cateto opuesto L .3
2
Cat 9002 hipotenusa =£= 5
cateto adyacente L
2
Sec 30e - NIPOENUSE 243

L
cateto opuesto L3
2

De lo anterior se establece una serie de relaciones entre los dos angulos:

Seno 60° = Coseno 30°
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Coseno 60° = Seno 30°

Tangente 60° = Cotangente 30°

Secante 60° = Cosecante 30°

Cosecante 60° = Secante 30°

ﬁFunciones trigonométricas para el angulo de 45°

Para encontrar las funciones trigonomeétricas del angulo de 45°, se utiliza un
cuadradocomo referencia:

Si al cuadrado de la figura se le traza una diagonal, el cuadrado queda dividido en
dostriangulos rectangulos, donde se conocen los valores de los catetos (L), y se
desconoceel valor de la hipotenusa (x). Este valor al igual que en el caso anterior, se
halla por mediodel teorema de Pitagoras:

) =L+ — W =217 = e = }{=LJ§

Con el anterior valor se completan los datos de la figura:
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De esta manera hallamos las funciones trigonométricas para el angulo de 45°.

5en45°=L=£ Tgas = S 5ec45°=£_4§
L2 2 L

Cos 45° LR Ctgds® = == 1 r:sca15°=£=ﬁ
e 2 L

Resumiendo en un cuadro general todas las funciones trigopnométricas para los
angulosde 30°, 45° y 60°, tenemos:

Aplicacion:
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Calcular Sen 60° Csc 60° + Tg 45°

Sereemplazan los valores encontrados para los angulos:

=ﬁx2‘j—3+1
2 :
=2“'Ir_32+1
G
2wl
= + 1
5
=%+1
=1+1=2

Tg 30° + Ctg 30°

:gﬂﬁ
_A34343 443
- &% B

REDUCCION DE ANGULOS AL PRIMER (1) CUADRANTE

Dado unangulo cualquiera ¢ |, se puede encontrar el valor de otro angulo p |, de
forma que este angulo oscile dentro del intervalo 0= p = /2, enelcual Sen,
i_os, Tng, etc. Del angulo ¢, se puedan expresar en funcidn de Sen, Cos, Tng,
etc. delangulo B. Este angulo { B) recibe el nombre de angulo referencia del
angulo .

REDUCCION DE ANGULOS AL SEGUNDO ( Il ) CUADRANTE

Para una mejor explicacién, observemos la siguiente figura:
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En la figura se tiene que:
OA = OA’ =radio de la circunferencia.

El lado OA" corresponde al lado terminal de un angulo ubicado en el segundo
cuadrante,y por semejanza de triangulos las funciones trigonométricas de éste angulo
son igualesque las funciones trigonométricas del angulo del primer cuadrante.

Se debe tener en cuenta que:

Al angulo marcado como 180° - «, le corresponden las mismas funciones
trigonométricas del angulo a del primer cuadrante. Aplicando las definiciones de las
funciones trigonométricas se tiene:
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Expresar un angulo de 150°, como funcién de un angulo agudo

El angulo agudo al cual se hace referencia, es el lamado angulo suplemento del
angulodado. Se tiene que el angulo referencial de 150°, es 180° - 150° = 30°, es decir:
su angulo suplementario, luego entonces el angulo = 30°

Aplicando uno de los enunciados anteriores, se tiene:

Sen (180" - «) = Seno angulo

Sen 150° = Sen (180° - 150°) = Sen 30° = 0,5

REDUCCION DE ANGULOS AL TERCER ( lll ) CUADRANTE
Para los angulos ubicados en el tercer cuadrante se tiene:

OA = OA’ = radio de la circunferencia.

El lado OA" corresponde al lado terminal de un angulo ubicado en el tercer
cuadrante, y por semejanza de triangulos, las funciones trigonométricas de este
angulo son igualesque las funciones trigonométricas del angulo del primer cuadrante.

Se debe tener en cuenta que: Al angulo marcado como 180°+ @, que esta ubicado
en el lll cuadrante le corresponden las mismas funciones trigonométricas del
angulo del primer cuadrante.

Aplicando las definiciones de las funciones trigonométricas se tiene:

Sen(180° + o) = - Sena Ctg {(180° + a)= Clg o
Cos{180° + a)=-Cos «

Tng{180° + a)=Tng o

-,
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Expresar un angulo de 240°, como funcién de un angulo agudo del primer
cuadrante.

El angulo agudo al cual se hace referencia, es el lamado angulo suplemento del
angulodado. Se tiene que el angulo referencial de 240°, es 240° - 180° = 60°, luego
entonces el angulo = 60°

Aplicando uno de los enunciados anteriores, se tiene:

Sen (180° + o) = -5en o

sen 240° = Sen (180° + 607

=_5enBo® = g

REDUCCION DE ANGULOS AL CUARTO (IV) CUADRANTE

El angulo referencia para el cuarto cuadrante sera 360°.

{ 3B0e o

OA = OA’ = radio de la circunferencia

El lado OA’ corresponde al lado terminal de un angulo ubicado en el cuarto

cuadrante, y por semejanza de triangulos las funciones trigonométricas de este angulo
son iguales a las funciones trigonométricas del angulo del primer cuadrante. Se debe
tener en cuenta que: al angulo marcado como 360° - «, le corresponde las mismas
funcionestrigonométricas del angulo a del primer cuadrante. Aplicando las definiciones
de lasfunciones trigonométricas se tiene:
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Sen{360° - a)=-Sena

-

u

Expresar un angulo de 350°, como funcion de un angulo agudo

El angulo agudo al cual se hace referencia es el lamado angulo suplemento del
angulodado. Se tiene que el angulo referencial de 350°, es 360° - 350° = 10°, es decir,

su angulo suplementario, luego entonces el angulo = 10°
Aplicando uno de los enunciados anteriores, se tiene:
Sen (3607 - o) = -Sen o
Sen 350° = Sen (360° - 107)

=-5en 10° =-0,1736

%

REDUCCION DE FUNCIONES DE ANGULOS NEGATIVOS
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Figura No. 1

Los angulos negativos presentan relaciones con su respectivo angulo positivo en los
cuadrantes | y IV, o también en el Il y Il cuadrantes.

Figura No. 2

Observemos que en las dos figuras los puntos escogidos sobre los lados terminales P
y P’, tienen la misma abscisa (x), los mismos valores del radio (r) y difieren

solamente en el signo algebraico de la ordenada (y). Aplicando las definiciones de las
funcionestrigonométricas para los angulos < % -2, representados en las figuras (1) y
(2), se tiene:
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Figura (1) Figura (2}
SEno B=% Y Senn(-ej=—% SEna E|=$ y Senu[-ej=—%
Comparando los resultados encontrados para las dos figuras, se tiene:
Sen{-a)=-Sena
Cos e% Y CDS(—E]]|=—§ Cos e% Y CDS(—B)=—§

lgualmente comparando los resultados:

Cos(-a)=Cosa

Si se realiza el mismo procedimiento para las demas funciones trigonométricas
se llega a las siguientes conclusiones:

Tng(-c)=-Tng o

Clgl-a)=-LClga

Aplicacion:
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@ Sec (-1607)

La funcidén secante es par, luego: Sec (-160°) = Sec 160°
Pero como 160° = 180° - 20°, se tiene que:
Sec (-160°) = Sec {(180° - 20°) = - Sec 20°

Quedando que: Sec (-160°) = -Sec 20° = - 1, 064

el

=~ Tng(-1207)

La funcién tangente es impar: Thg (-120%) = - Tng 120"
El angulo referencia de 120° es: 180° -120° = 60°
Luego:

Thng (-120°) = Thyg (180° -60°) = -Thg 60°

GQuedando que:

Tng (-120%) = -Thng 60" = - 1 7320
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#-
ﬁ Dado el triangulo equilatero (figura) de lado igual a 2 cm. Hallar el valor de las
funciones trigonomeétricas, seno, coseno vy tangente del angulo A y del angulo

CAD.

[ : _— - :
< Comprobar silas siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:
@

@ Sen245° + Cos245° = Sen? 90° + Cos? 90°

@ 1-2%en?45° = Cos 90° [se debe asumir que Sen? A = (Sen A

%

APLICACIONES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

La solucion de problemas en los que los términos o datos son longitudes y angulos, se
desarrolla utilizando las funciones trigonomeétricas. La mayor aplicacion va dirigida a la
resolucion de triangulos rectangulos u oblicuangulos. Para los primeros se
utilizaraconceptos ya definidos, y para los segundos anexaremos a los ya estudiados,
otrosteoremas que son de gran importancia.

@Resolucién de triangulos rectangulos

Por geometria se sabe que todo triangulo posee tres lados y tres angulos, y para
efectos de la resolucion de triangulos, se dice que éste se encuentra resuelto cuando
se encuentran los valores de las seis funciones.

Aplicacion:
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Resolver los triangulos rectangulos:

L

s
ABC, £ B=90°, - A=30° a=40cm.

Construimos la figura con los datos del problema:

Los términos conocidos y desconocidos del triangulo son:

LA =307 L B0 1=

a= 40 cm =9 C=7

Se sabe por geometria que los angulos internos de todo tridngulo suman 180°,
luego por diferencia se halla el valor del angulo que falta:
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Py R s RS B oI

30" +Q0% L L =1480°

£ C=180%-30°-90°

Z C=860"

Fara hallar el valor del lado b, se relaciona el angulo 2 A = 30° mediante la

funcion Sen A

S g am SPE0

B A0cm _4Dcm
Sen3n © 1

2

= 80cm

Luego: b =80 cm

Fara hallar el valor del lado ¢, se relaciona el angulo £ A = 30° mediante |a

funcién Cos A

—os 20°=

= ¢ ={80cm) [Cos3l) =
g0cm

No)

= (30 ) [T] =69,26 =693

Entonces (c=693 cm

v

A

En un triangulo rectangulo, la hipotenusa vale 25 unidades y un cateto es 5
unidadesmayor que el otro. Hallar las funciones trigonométricas: Sen, Cos y Tg, del
angulo opuesto al cateto menor. Igualmente se realiza la grafica del problema.

A
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Se halla primero el valor del lado ¢, mediante el teorema de Pitagoras:
b'=a"+c’

¢'=b*-&

¢’=25"-(c+5Y

¢i= 8250 0e = 25

o4+t + 100 - 600 =0

¢ +10c - 600 =0

simplificando  por 2

ci+5c-300=0

factorizando

(c+200(c-19)=0 igualandoe a cero, cada uno de los términos .
C+20 =0 = C==20

g=1=0 = g=15

Se toma el valor positivo, luego c©=15



UENSU HUGO ALEX RIVAS MORA

Ahora resulta la figura:

Observemos que el cateto menor es el ¢ = 15,y el angulo opuesto a este cateto es

el 2 C, luego hallamos las funciones trigonomeétricas pedidas:

=en C=E=E=D,6
N 5

Zos C=E=i=0,8
5 5

TiE= 22 = P
20 4
ﬁResoluci()n de triangulos oblicuangulos

Para la solucion de triangulos oblicuangulos, se hace necesario desarrollar
algunosteoremas particulares de los cuales nos ocuparemos ahora:

Teorema del seno

Antes de entrar a demostrar el teorema del seno, es preciso recordar dos de
laspropiedades aplicables a todos los triangulos:
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La suma de los angulos interiores de todo triangulo es igual a 180°.
~.2\

El teorema del seno expresa que en todo triangulo las longitudes de los lados
sonproporcionales a los senos de sus angulos opuestos.

En todo triangulo el lado mayor se opone al angulo mayor y viceversa.

Veamos:

=ien el triangulo oblicuangulo (todos sus angulos interiores son agudos) trazamos
la altura h. sobre la base AB, observamos que se forman dos tnangulos
rectangulos: A CAD y A EBDC.

Calculemos el valor de Sen A enel A ADC, ySen B, enel ABDC.

Tendremos entonces

Senﬂz%:\hc:baen,ﬂ\

SenB:E:ﬁhc:aSenB

=

lgualando los dos walores de h,,5e tiene :

] 3

bSen A =a%enB de donde =
SenB Sen A

Ahora, si al mismo triangulo le trazamos otra de sus alturas, desde el vértice
A,haciéndola caer perpendicularmente sobre el lado BC, igualmente el triangulo
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quedadividido en dos triangulos rectangulos como en el caso anterior. Si a estos
triangulosABEy ACE, les calculamos el valor de Sen C, y Sen B, respectivamente, se
tiene:

BenC:%jha=DSenC
BenB:h—a:&ha:CSenB
5

lgualando  los dos wvalores de h,,se tiene

_ b cC
" SenB  Sen C

bSen C=cSen B de donde

Entonces se puede concluir gue:

a _ b __t
SenA SenB SenC

Quedando de esta manera demostrado el teorema del seno.

Teorema del coseno

El teorema del coseno nos plantea que para todo triangulo, el cuadrado de la
longitud deuno de los lados es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de
los otros dos,menos el doble producto de ellas por el coseno del angulo que forman
dichos lados.

Para demostrar este enunciado, tomemos el siguiente triangulo:
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Si en el triangulo oblicuangulo (todos sus angulos interiores son agudos)
trazamos laaltura h sobre la base AB, observamos que se forman dos triangulos
rectangulos:

ADC y BDC. Aplicando el teorema de Pitagoras a los dos triangulos mencionados, se
tiene que:

Para el triangulo ZBDC:  a? =hH +n?
Para el triangulo ZA0DC:  pf= R +m?
Restando (g’ -b? = H* + # — (R +m?)

aF-b'=n-m

2
De acuerdo con la figura se tiene que . n=c-m, ¥ reemplazando
A —p? =(c-mf-m? Resokiendo el cuadrado de la difrencia:

gt —p? = o — Zem4+m? -

gt ~h? =ci-2cm
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m
Cos A= = = m=>b Cos A reemplazando este wvalor en el resultado

anteriar

a’-p'=c’—2cib Cos &)  Ordenando  la expresién
a*=h*+c*- 2bc Cos A

Enforma semeante, aplicando el mismo procedimiento para hallar el valor de

cada uno de los lados se obtiene:

F=hiriit=2hcCosa

H=g+c"—2ac CosB

Fegipt=2ab CosC

Aplicacion:

L

s

Dos personas A y B, se encuentran a una distancia de 200 metros una de la otra.

Cuando un avién pasa por el plano vertical de las mencionadas personas, éstas lo ven
simultdneamente con angulos de elevacion de 40° y 53°, respectivamente.
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Calcula la altura del avion en ese momento.

En el triangulo ADC, se tiene que:

D

c=200m -

Con los datos del problema, aplicamos el teorema del seno para hallar el valor

del lado a:

a _ ¢
Sen A Sen C

a 200 m

Sen 37°  Sen 93°

200m Sen 37 °

=en 93¢

, _ 200 mx0,60
C 0,9986
a=12016 m

Con el valor del lado a, se puede hallar el valor de h, relacionandolo por medio

de Sen B:
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=ea el triangulo ABDC

SenB=E¢h=aSenB:‘>h=’lZD,16 m = Sen 50°
=

h=120,16 m = 07660

h=59204m

o K

Un topografo situado en un punto C, situa dos puntos Ay B en los lados
opuestos de un lago. Si el punto C esta a 10 Km. de Ay a 15 Km. de B y, ademas, el
angulo C mide 40°. Calcula el ancho del lago.

Calcular el ancho del lago es calcular la longitud del lado ¢ de la grafica. Luego:
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c’=a’+b*'—2abCosC

Feemplazando los valores conocidos en la farmula:
c?=a’+b°-2abCosC
c*=10°+15°-2(10)(15) Cos 40°

¢*=100 + 225 - 300« 0,7660

c*=325- 229,81

e*=95.19

c =-/95.19

c=975m
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Resolver los siguientes triangulos:

st AACE con LG =907 L A 35Ty a= 153 2 m

ad & ABC, conZA=B0°, 2B =45y a=40m (teorema del seno)

ag A ABC, con Z2C=45"y a=20m b=30m (teorema del coseno)

) Los afios de Miguelito
Mi primo Miguelito, el otro dia cumplidé afos, al preguntarle cuantos cumplioé respondio
asi: Toma tres veces los afnos que tendré dentro de tres afos, réstales tres veces los

anos que tenia hace tres afnos y lo que te dé, le sumas 12 y resultaran los anos
que tengo.

Solucion:

Por medio del algebra, designamos z al numero de afos buscado:
(3(z+3)-3(z-3))+12=2

Despejando resulta:

z = 30 anos.

Comprobacién:

Dentro de 3 anos tendra 33; hace 3 tenia 27.
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