Vectores | Hugo Alex Rivas Mora

VECTORES: MODULO, DIRECCION Y SENTIDO

Un vector es un segmento de recta orientado.

Un vector se caracteriza por:

1) sumédulo, que es la longitud del segmento.

2) su direccion, que viene dada por la recta que pasa por él o cualquier recta paralela.
3) su sentido, que es uno de los dos sentidos posibles sobre la recta que pasa por él.

Un vector no tiene una ubicacion definida; puede trasladarse a cualquier lugar del plano sin modificar
ni su modulo, ni su orientacion (direccidén y sentido). Por esta razén se dice que los vectores son
libres.

Los vectores se expresan con una letra minlscula o con dos letras mayusculas, su origen y su

extremo respectivos. Por ejemplo, ¥ = PO indica el vector que tiene origen en el punto P y extremo
en el punto Q.

Q

—
L)
P
Siempre que sea posible, pondremos una flecha encima para indicar que se trata de un vector.

Los vectores sirven para representar magnitudes geométricas vy fisicas que tienen médulo, direccion
y sentido, como traslaciones, velocidades y fuerzas.

Como lo que caracteriza a un vector es su mddulo, su direccién y su sentido, dos vectores son
iguales si tienen el mismo modulo, la misma direccion y el mismo sentido.

SUMA DE DOS VECTORES

La suma de dos vectores l_fy ¥ es otro vector If + ¥ obtenido de la siguiente forma:
1) ponemos ¥ a continuacién de U, haciendo coincidir el origen de ¥ con el extremo de u
2) el origen de la suma u +¥ es el origen de U

3) el extremo de la suma u + ¥ es el extremo de ¥

Es decir, U +¥ es el vector que va desde el origen de u hasta el extremo de ¥ cuando
hemos puesto ¥ a continuacién de u .
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Si u= PO y ¥= on , entonces 1 ++ = PR . Es decir, PG+ 0R = PR .

Si sumamos un vector con su opuesto obtenemos un vector reducido a un punto (su_}

origen y extremo coinciden); se trata del vector nulo o vector cero que se expresa Il :
—

a+(-a)=10

PROPUESTA DE TRABAJO: 1
Te dan los vectores

o |

Tl

ol

{ﬂl
\
/

L )

Realiza en solucionario las siguientes sumas:

CONMUTATIVIDAD DE LA SUMA
SUMA DE VECTORES UTILIZANDO LA REGLA DEL
PARALELOGRAMO

Si para sumar dos vectores, 1y v, en lugar de colocar v a continuacién de u

colocamos U a continuacién de ¥ , tal como esta hecho en la parte inferior de la figura
de la derecha, observamos que el resultado es el mismo vector.

Esta construccion pone de manifiesto que la suma de dos vectores es conmutativa:

B — -
u+v = v+ u

+ +
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Esta propiedad conmutativa permite realizar la suma de dos vectores utilizando la
llamada REGLA DEL PARALELOGRAMO:

1) Dibujamos los dos vectores Uy ¥ con el mismo origen
2) Completamos un paralelogramo trazando:

- por el extremo del vector i un segmento de recta paralelo al vector ¥

- por el extremo del vector ¥ un segmento de recta paralelo al vector u
3) La suma de los dos vectores es la diagonal orientada del paralelogramo obtenido

PROPUESTA DE TRABAJO: 2

Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

L 3

Utilizando ahora la regla del paralelogramo, realiza en tu solucionario las mismas sumas de la
actividad anterior

- T 5 =
(a+b, a+c, a+

— —
f

- = —
d, a+e, a+f, b+f, €+dy a+a)ycompara los resultados.

ASOCIATIVIDAD DE LA SUMA

-
Si pretendemos sumar tres vectores, @, b y T, tenemos dos posibilidades:

—+ —
1) Sumar ﬁ}y h , y al resultado sumarle T . Esta operacion se indica ( A+h ) + T.
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— ., . . —
2) Sumar a con el resultado de sumar hy €. Esta operacion se indica @+ (b + ©).

La figura muestra que el resultado es el mismo, es decir
- T — — o™ =
(a+h)+c=a+(b+r¢C)

B
3 ’ QE
_ (@+B)+c = 3+{B+T)

Esta es la propiedad ASOCIATIVA de la suma de vectores. Gracias a esta propiedad
weo= T = - T — — ™=
podemos escribir a+ b + ¢ enlugarde(a+h)+ c,odeada+(b+cC).

PROPUESTA DE TRABAJO: 3

Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

¥

Realiza en tu solucionario las siguientes sumas:

al

). Comprueba que el resultado es el mismo.

). Comprueba que el resultado es el mismo.

CONMUTATIVIDAD DE LA SUMA DE TRES O MAS VECTORES En Ia actividad

. . T S
anterior vimos que podemos escribir @ + b + ¢ en lugar de:

—+ —+
(a+h)+ € ode a+(h+T). Combinando la asociatividad con la conmutatividad,
podemos escribir

- T = - = T s = s = - =
a+b+c=c+a+h=b+c+a=b+a+c =c+h+a=..etc.

Es decir, podemos sumar tres vectores colocandolos en el orden que queramos; siempre
obtendremos el mismo resultado.

También podemos aplicar la conmutatividad a la suma de mas de tres vectores:

- e A - s = T
A+h+rcf+d+e=d+rf+e+a+h=f+h+rf+d+a=..etc.
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PROPUESTA DE TRABAJO: 4

Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

LN
=i
ol
{ﬂl
i
/

Realiza en tu solucionario las siguientes sumas:
- = = - = = .
1) a+c+ey ¢+ a+ &.Comprueba que el resultado es el mismo.
e — = = .
2) h+d+f y d+ f+ h.Comprueba que el resultado es el mismo.

SUMAS Y RESTAS DE VECTORES

La resta o diferencia entre dos vectores Uy ¥ se expresa u- ¥y se

define como la suma del primero ellos con el opuesto del segundo:

e —
U-v= u+(-v)

Para dibujar la diferencia u - ¥ podemos colocar - ¥ a continuacién de u
y unir el origen de u con el extremo de - ¥ .

También podemos utilizar la regla del paralelogramo para dibujar la
diferencia u - ¥. Ademas, esta regla permite obtener facilmente
: —+ =
todas la sumas y restas posibles de los dos vectores vy ¥ :
e e — = — =
U+, U-v, -u+v y-u-v
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PROPUESTA DE TRABAJO: 5

Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

LN
=i
ol
{Ql
i
/

L )

Realiza en tu solucionario tres construcciones como la de la actividad interactiva para obtener las
siguientes sumas y restas:

- = R
1) a+d,-a

+d, a-d
—+ —+ —+

2)b+c€,-bh+¢, b-¢
— — —
3y +f,-8+f, &-f

PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

Se define el producto de un niimero m por un vector W como el vector mu que tiene:
1) direccién: la misma que o
2) sentido: el mismo que Wsimes positivo
opuesto al de Wsimes negativo
3) médulo: el médulo de w multiplicado por el valor absoluto de m

. . 7 . . —*
Si m=0 el vector mues el vector nulo, un vector que tiene médulo 0 y que se indica por 0O .
—
Es decir, 0w =10 .

Resumiendo, multiplicar un vector por un nimero m equivale a alargar (o0 encoger) su
maddulo tantas veces como indica el valor absoluto de m, e invertir su sentido si m es
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negativo.
El nimero m por el que se multiplica un vector recibe el nombre de escalar.

En las figuras de la derecha tienes tres ejemplos de un producto de un escalar por un
vector.

3d
a
e
h
-1,25¢ ¢

PROPUESTA DE TRABAJO: 6
Te dan los vectores

LN
=i
ol
{ﬂ

E \

Dibuja en tu solucionario los siguientes vectores 2 &,0,5h ,1,5%,-3d,-1,758 y-0,4 T .

L )

COMBINACIONES LINEALES DE DOS VECTORES

. -+ .
Si dados dos vectores, @ y b , construimos otros vectores
combinando productos por escalares con sumas y restas de la
siguiente forma:

3@+ g}i]}
-2a+h .
-47a- 15hb
2a-3h
diremos que hemos formado combinaciones lineales de los

-+ 0 .
dos vectores a y b . En la figura de la derecha tienes estas
cuatro combinaciones lineales obtenidas por aplicacion de la
regla del paralelogramo.

. - .7 - —*
Es decir, una combinacion lineal de dos vectores ay h es

=
cualquier otro vector ¥ obtenido asi: ¥=m @+n b
siendo my n escalares.
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-43-1,50

PROPUESTA DE TRABAJO: 7

Te dan los vectores

=l

=1

. . . . . —* - .
Aplicando la regla del paralelogramo dibuja en tu solucionario los vectores ©, d,® y f , siendo

€=3%+2b , d=-2F+b ,
€=-43-15h y f=2%-3h

COMBINACIONES LINEALES DE TRES VECTORES
Dados tres dos vectores, @, h y T, y tres escalares, r, s y t (es decir, tres
nameros), el vector
— = —
ra+sh+tr
-
diremos que es una combinacién lineal de los vectores a, by T.

-
En la figura de la derecha tienes dos combinaciones linealesde @, b y ¢ :
—
elvectoru,quees u=15a+2h +175¢
—
el vector v, quees ¥v=3a -15b+3257¢

El concepto de combinacién lineal se puede extender a cualquier nUmero de
vectores, por ejemplo

— —
5a-3b+4c-2d+%®
es una combinacion lineal de 5 vectores.
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T

U=1,53+2h+1,75C

B

¥=3a-1,50+3,25¢C

PROPUESTA DE TRABAJO: 7

Te dan los vectores

ol

b

fl

k)

Dibuja en tu solucionario los siguientes vectores
— — ™ — — — ™ —
u=15a+2h+1,75¢ y v =3a-15b+325¢

DISTRIBUTIVIDAD DEL PRODUCTO RESPECTO DE LA SUMA

Cuando se multiplica un escalar m por la suma de dos vectores l_fy ¥ se obtiene
el mismo resultado que si se multiplican Tfy \_fpor m, y luego se suma el
resultado. Es decir,

m(u+v)=mu+m¥v

Esta propiedad recibe el nombre de distributividad del producto respecto de la
suma. Por ejemplo, las dos figuras de la derecha ponen de manifiesto que

2U+V)=2u+2V
A5(u+v¥)=-15u-15¥
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v U+

=1

-1,5(ti+v) -1,5%

PROPUESTA DE TRABAJO: 8

Te dan los vectores

=4

=i

Haz en tu solucionario tres construcciones que pongan de manifiesto las siguientes igualdades:

1) 3(U+¥)=3u+3¥ 2) -2(U+v¥)=-2u-2¥
3) 1,5(u+w)=15u+15w

En esta unidad veremos que un vector también puede venir dado por un par de nimeros.
Definamos en el plano donde tenemos los vectores un sistema de coordenadas. Es decir, un
punto origen, y dos ejes perpendiculares. A todo punto P haremos corresponder un par de
numeros que son sus coordenadas (X,y); se escribe P(x,y). Por ejemplo, A(1,2) y B(4,6).

Un vector ﬂ_ﬁqueda identificado por los dos nimeros siguientes:

- su primera componente, que es el nimero que hay que sumar a la primera coordenada
de A para obtener la primera coordenada de B; en nuestro caso, un 3

- su segunda componente, que es el nimero que hay que sumar a la segunda coordenada
de A para obtener la segunda coordenada de B; en nuestro caso, un 4

Se identifica el vector ABcon sus componentes y se escribe AHB=(3,4).
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I
B(4,6)

AB=(3,4)
p
A(1,2)
v=(3.4) /
ti=(3,4)

Podemos escribir A + AB= B, o bien AB= B - A, que es una forma muy comoda de obtener
las componentes de un vector conocidos su origen A y su extremo B.

También puede verse que dos vectores son iguales (es decir, con la misma direccion, el
mismo sentido y el mismo madulo) si y sélo si tienen las mismas componentes.

PROPUESTA DE TRABAJO: 8

Dados los seis vectores

\
K(-9,1) G(-3,1) AB EF=(0,-4)
HM ={'1 :'2}
Vg _H=G0 s ) F(10,-1)

calcula:
—_—
a) Las componentes del vector AR

b) Las coordenadas del punto D

c) Las coordenadas del punto E
-

d) Las componentes del vector GH

e) Las coordenadas del punto |

f) Las coordenadas del punto M

SUMA DE VECTORES TRABAJANDO CON COMPONENTES

La suma de vectores es una operacién muy facil de hacer cuando se trabaja con
componentes; basta sumar las dos componentes, la 12 con la 12 y la 22 con la 22.

Asi, en la figura tienes las sumas siguientes:
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(4,2) = (1+4,343) = (5, 5)
(5,2) = (-1+5,342) = (4,-1)

=) <)
Il

=

&

+ o+

+
+

wl =)

En general, si W= (u1,uz2) y ¥=(v1, vz), entonces

W+ ¥ =(ur, u2) + (Vi,Vv2) = (Urt+ V1, U2+ V2)

U=(4,2)

e

Li+#=15,5)

u=(1 3y

__a+b=(4,1)

=l
5:(-1,-3]/ =

PROPUESTA DE TRABAJO: 9

Haz las siguientes sumas de vectores representandolos en una hoja cuadriculada:
a) (-2,4)+(5,2 b) (1,-3)+(-7,4) c) (4,0+(7,-6)

d) (-3,3)+(3,3) e) (4,5 +(4,1) f) (3,-5)+(3,5)

REGLA DEL PARALELOGRAMO

Si aplicamos la regla del paralelogramo para realizar una suma de dos vectores dados por
sus componentes, también llegamos a la conclusion de que se han de sumar las
respectivas componentes de cada vector sumando.

Asi en la figura tenemos la sumas de los mismos vectores de la actividad anterior

=(1,3)+4,2) = (1+4,3+3) = (56,5)
= (-1,-3)+(5,2) = (-1+5,-3+2) = (4, -1)

+
+

@l =]
=] <)

realizadas ahora utilizando la regla del paralelogramo.
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L+ =15,5)

u=(1 3y P

4,1

i
I}

(-1,-3]/
v

También se comprueba que si W= (U1, U2) y ¥ = (v1, v2), entonces

U+ ¥ =(Ur, u2) + (Vi, v2) = (Ur+ V1, U2+ V2)

PROPUESTA DE TRABAJO: 10

Haz las siguientes sumas de vectores representandolos en una hoja cuadriculada y utilizando la
regla del paralelogramo:

a) 5,2)+(-2,4) b) (-7,4)+(1,-3) c) (7,-6)+(-4,0)

d) (-3,3)+(3,3) e) (4,1)+(4,5) f) (-3,5)+(3,-5)

ASOCIATIVIDAD DE LA SUMA

En esta actividad demostraremos la asociatividad de la suma de vectores trabajando con
componentes.

Si @ =(a1, a), b=(br,bs) yT=(cr, cz), entonces

- T —
(a+h)+c¢ =[(a1, a2 + (b1, b2)] + (c1, c2)
(a1+b1 , a2+b2) + (c1, C2)
(ar+b1+c1 , az+ba+co)
(a1, a2) + (b1+c1 , b2+c2)
(a1, a2) + [(b1, b2) + (c1, c2)]
— o™ =

a+(bh+0C)

Observa que la demostracion que hemos hecho se basa en la asociatividad de la suma de
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ndumeros.

PROPUESTA DE TRABAJO: 11

— - — — — —
Dados los vectores a =(-2, 4), h =(5,2), ¢ =(1,-3), d=(-7,4), e=(-4,0)y f =(5, -6), haz las
siguientes sumas de vectores
representandolos en una hoja cuadriculada:

CONMUTATIVIDAD DE LA SUMA DE TRES VECTORES

En esta actividad demostraremos la conmutatividad de la suma de vectores trabajando
con componentes.

. = o
Si a=(ai, a2) y h =(b1, be), entonces

o
a+b=(ar, a2+ (b1, b2) = (ar+b1 , az+by)

(
= (bi1+a1, be+az) = b +a

Observa que la demostracién que hemos hecho se basa en la conmutatividad de la suma
de ndmeros.

También es facil de ver trabajando con componentes que la conmutatividad de la suma
puede aplicarse a cualquier suma de mas de dos vectores:

- T o - = T s = s = - T =
a+b+c=c+a+h=b+c+a=b+a+c =c+h+a=..etc.
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SUMAS Y RESTAS DE VECTORES

Recordemos que la diferencia u - ¥ entre dos vectores 'y ¥ se define como la suma del
primero de ellos con el opuesto del segundo:
— = — —
U-v= u+(-v)
Como es facil ver que las componentes de - ¥ se obtienen cambiando de signo las
componentes de ¥, es decir, si ¥ = (v1, v2) entonces - ¥ = (-v1, -v2), se llega a la
conclusién de que para restar dos vectores basta restar sus componentes:
— — — —
U-w= u+(-v)=(ur,u2) +(-v1,-v2) = (U1- v1, U2- v2)
Resumiendo, las sumas/restas de dos vectores U = (U1, Uz2) y ¥ = (v1 , v2) , cuando se
trabaja con componentes, se obtienen asi:

—- =
U+ %= (U+Vvi, U+ V2)
—- =
- U+ ¥ = (-Ut+ V1, -Uz2+ V2)
—- —
-u-v = (-ur-vi, -u2- Vo)
— —
U-v =(Ui-vi, U2-V2)

[

\

=4

T

=4

=
=4

=
T
=i

F-l-
=1
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PROPUESTA DE TRABAJO: 12

Te dan los vectores

|
\ﬁ={-1,2}

—- |

E=(3,1)

-

Aplican_(EO la regla del paralelogramo dibuja en una hoja de papel cuadriculada los vectores ¢, d

,By f,siendo . . .
T=a+h , d=-a+h

Calcula también las componentes de los vectores €,

- —
e=-a-bh y f
—
=]

—
y f

g
= a-h

oy
d

VECTORES Y TRASLACIONES

Una de las principales aplicaciones de los vectores son las traslaciones.

Hacer una traslacion de un punto P segun un vector ¥ consiste en mover el punto
=20

P hasta un punto P', de forma que PP= v .

Obsérvese que si ¥ =(v1, v2), P(p1, p2) y P'(p'1, p'2), entonces
P=P+V¥

0 en componentes (p'1, p'2) = (p1, P2) + (v1, Vo)

es decir, para obtener P' basta sumar a P las componentes de ¥

Po(p, +uy , Ppt )

P

COMPOSICION DE TRASLACIONES

Para aplicar de forma sucesiva a un punto P(p1, p2) dos 0 més traslaciones dadas
— ™ —
por los vectores a =(ai, az) , h =(b1, b2), F =(c1, c2), ..., se suman a las
- T =
coordenadas de P las componentesde a, b, c, .....

- T =
P=P+a+bh+c+--
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0 en componentes (p'1, p'2) = (p1, p2) + (a1, a2) + (b1, b2) + (c1, C2) +

Puesto que la suma de vectores es conmutativa, la composicién de traslaciones
también sera conmutativa.

PROPUESTA DE TRABAJO: 13

Realiza en tu solucionario las siguientes composiciones de tres traslaciones aplicadas a un punto
cualquiera P:

a) Tres traslaciones dadas por ?f:( 7), h =(6,-5) y ﬁ:(-11,-2).

b) Dadas por a =(-5, 2), =(10,0) y T =(0,10).

¢) Dadas por a =(9,9), E’:(o,-g) y € =(-12,8).

VECTORES Y FUERZAS. UN EJEMPLO: UN BARCO EN UN CANAL

Otra aplicacion de los vectores es representar magnitudes fisicas que tienen médulo,
direccion y sentido, y que se suman aplicando la regla del paralelogramo, como
velocidades, aceleraciones y fuerzas. En esta unidad nos centraremos en las fuerzas y
suponemos que estas algo familiarizado con ellas y con sus unidades.

A la fuerza suma de dos o0 mas fuerzas se le llama resultante. En la proxima unidad
veremos qué se ha de hacer para calcular el médulo de una suma de vectores. No
obstante, hay un par de casos en que la obtencién del médulo de la resultante de una
suma es muy facil:

1) Cuando las fuerzas tienen la misma direccion. Entonces:
- si las fuerzas tienen el mismo sentido, el médulo de la suma es la suma de médulos
- si las fuerzas tienen sentido opuesto, el médulo de la suma es la diferencia de médulos

2) Cuando las fuerzas son perpendiculares puede aplicarse el teorema de Pitagoras. Si,

. P . — .z — — —
como es habitual, indicamos el médulo de un vector a con lanotacién | a|,y uy w
son perpendiculares, podemos escribir:

U+ V2= [P+ VP

=1

=l
=4
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PROPUESTA DE TRABAJO: 14

Trata de resolver numéricamente el problema de la actividad interactica en los casos 1) y 2) y
compara los resultados con los obtenidos anterlormente

Indicacion para eI caso 1: observa que f =(1,4, 2,65), llama a las componentes de ﬁ=(g1, 02),

efectia lasuma f + 8 e intenta calcular gz. ¢Puedes calcular g1 con los conocimientos que
tienes?

Indicacion para el caso 2: observa que 4 =(1,91, -3,52), llama a las componentes de ?:(h, f 2),
efecttialasuma f + 8 e intenta calcular fo. ¢ Por qué este resultado es inaceptable?

PRODUCTOS POR ESCALARES Y COMBINACIONES LINEALES

El producto mude un escalar m por un vector u =(us,uz) también es muy facil de

hacer cuando se trabaja con componentes: se multiplica cada componente de u por
m

mu = mlu,,u;) = (muy,mu.)

Asi, en la figura, tienes realizados los dos productOS'
2@=2(3,1)=(2 ( 3),2:1)
Ay 4 -4
5b=-3(4,2)=(34,732) =

=(6,2)
(2,-1)

Y la combinacioén lineal de los vectores Tf:(u1,ua) y v =(v1,V2) construida con los
escalares m y n respectivamente es el vector

— — —
w=m u + n v = m(Uy,u2)+n(v,v2) = (MUy,muz)+(Nvy,Nv2) = (MuUi+nNvi,mu2+hvz)

En la parte inferior de figura tienes la combinacién lineal
—+

=2a+3h=(6,2)+(2,1)=(4,3)
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PROPUESTA DE TRABAJO: 15

Te dan los vectores

|
\ﬁ={-1,2}

—- |

E=(3,1)

Aplican_(EO la regla del paralelogramo dibuja en una hoja de papel cuadriculada los vectores ¢, d
,By f,siendo . . .
T=3a+2h , d=-2a+h , ®=-
—
5]

., —
Calcula también las componentes de los vectores ¢, d y

f-27-3b

MAS SOBRE COMBINACIONES LINEALES

En esta actividad resolveremos el problema inverso al de la actividad anterior:
. e . —*
expresar un vector w como combinacion lineales de otros dos vectores ay b .
. —*
Es decir, encontrar dos escalares x e y talesque w=xa+yh

Si conocemos las componentes de los tres vectores, es decir,
— — ™
w=(wi,W2), a=(ai,az) y h =(b1,b2)
— . T - T .z .
para expresar w como combinacion lineal de a y b deberemos resolver la ecuacién vectorial
(w1,w2) = x(ai1,a2) + y(b1,b2)

Esta ecuacion vectorial equivale al siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
Xxai+Yybi=wi
Xaz+yb2=wz

[}
H)

="

vb
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PROPUESTA DE TRABAJO: 16

. . —_— . e . —_— =+
Expresa los siguientes vectores AP como combinacién lineal de AB=(2,-1) y AC =(2,2). Resuelve
el problema
numéricamente y luego comprueba el resultado utilizando el applet de la actividad interactiva
anterior.

JE—y J—

a) AP=(3,5) b) AP=(-6,1)
MODULO DE UN VECTOR

Recordemos que el mddulo de un vector es la longitud del segmento orientado
correspondiente. El médulo de un vector es un ndmero siempre positivo y solamente el
vector nulo tiene médulo cero.

El modulo del vector @ se expresa | a | ASI por ejemplo, podemos escribir | @ |=3,
| b |=4 y | T |=5 para indicar que @, b y T tienen mddulo 3, 4 y 5 respectivamente.

Conociendo las componentes de un vector ¥ =(v1,V2), podemos calcular su médulo
| ¥ | aplicando el teorema de Pitagoras:
12— vi2avy.2
| v | = V1°+V2'
EIEN
Este procedimiento para calcular el médulo se puede aplicar tanto si las componentes
de ¥ son positivas, caso de la figura, como si son negativas.

[G]=Yuisud
Uy

t

[£1=Y ti+ 1

=3
|8=Ys i+l

PROPUESTA DE TRABAJO: 17

Dibuja en un mismo plano coordenado los siguientes vectores y calcula su médulo:

- 11N

ARGUMENTO DE UN VECTOR
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Se define el argumento de un vector v, que podemos considerar con origen en el origen
de coordenadas, como el angulo que forma con el semieje de las abscisas positivas OX.

En la figura tienes cuatro vectores con argumentos respectivos o, B, yy o.

Los argumentos se suelen expresar en grados o en radianes; nosotros lo haremos en
grados. Observa que:

- si el argumento de un vector esté entre 0° y 909, el vector estd en el 1" cuadrante

- si el argumento de un vector esté entre 90° y 1802, el vector esté en el 2° cuadrante
- si el argumento de un vector esta entre 1802 y 2709, el vector esta en el 3" cuadrante
- si el argumento de un vector esté entre 270° y 3609, el vector esta en el 4° cuadrante

Se consideran positivos los angulos recorridos a partir de OX en sentido contrario a las
agujas del reloj, y negativos los recorridos en el mismo sentido.

Multiplicidad de argumentos. Un mismo vector tiene infinidad de argumentos: si a es el
argumento comprendido entre 0° y 360°, los demas difieren de él en una o varias vueltas
de circunferencia, es decir, en 360° o0 en un multiplo, positivo 0 negativo, de 360°. Asi
pues, 30%, 3909, 7509, -3309, ... pueden ser argumentos de un mismo vector.

2* cuadrante 1r. cuadrante

Ar.cuadrante 4% cuadrante

PROPUESTA DE TRABAJO: 18

a) Dibuja en un mismo plano coordenado cuatro vectores con médulo 5 cm y con argumentos 309,
1352, 2102y 330°.

b) Dibuja en otro plano coordenado cuatro vectores con mddulo 6 cm y con argumentos 90°,
1260°, - 450°y 630°.

c¢) Dibuja finalmente en otro plano coordenado cuatro vectores con médulo 7 cm y con argumentos
45°, 1209, 225° y 300°.

VECTORES EN FORMA POLAR (O EN FORMA MODULO-ARGUMENTO)
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Un vector queda perfectamente determinado si conocemos su médulo y su
argumento. Su médulo es un nimero positivo y su argumento un angulo.

Indicaremos un vector de médulo M y argumento a con la notaciéon Mg; esta es la
llamada forma polar de un vector (o forma mddulo-argumento).

Por ejemplo, el vector de médulo 4 y argumento 60° lo indicaremos en forma polar
como 4e0e. En la figura de la derecha tienes dibujados los vectores My, Ng, Ryy
Tsque tienen por médulos M, N, Ry S, y por argumentos, los angulos a, B, yy &
respectivamente.

Teniendo en cuenta lo que hemos dicho en la actividad anterior respecto de la
multiplicidad de argumentos de un mismo vector, puede escribirse

4600 = 44200 = 47800 = 4-300°

PROPUESTA DE TRABAJO: 19

Dibuja en un mismo plano coordenado los siguientes vectores (el médulo viene dado en cm):

=
30° b = 390 T=45120

— —
= 5,25 210 f = 72050 9 =235 90

MODULO DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

¢, Como podemos obtener el médulo de mu a partir de m y del médulo de u ?. Es decir,
jcuanto vale |mu'|?

Recordemos que definimos mu como un vector que tiene:
1) direccién: la misma que o
2) sentido: el mismo que Wsimes positivo
opuesto al de U si m es negativo
3) médulo: el médulo de W multiplicado por el valor absoluto de m
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Por lo tanto podemos escribir |m|_f|= |m]| | W |, donde |m| quiere decir valor absoluto de m
y | W] quiere decir médulo de .

Es interesante observar, por ejemplo, que el médulo de -3 1 no es -3 por el médulo de W,
es 3 por el médulo de u'.

=1}

-1,25¢C T

I-1,25 €l = 1,25(E

PROPUESTA DE TRABAJO: 20

a) El vector u tiene médulo 6. Qué médulo tienen los siguientes vectores: 3 U, -2 U, 2 U, -
15U y2,4u?

b) Si| ¥|=54,calcula|-5¥|, |4¥]| |-3¥]| |2¥]|y |-V¥].
ARGUMENTO DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR
¢, Como podemos obtener el argumento de mu a partir de m y del argumento de u ?

Recordemos nuevamente que definimos mu como un vector que tiene:
1) direccion: la misma que u
2) sentido: el mismo que u si m es positivo
opuesto al de u si m es negativo
3) médulo: el médulo de W multiplicado por el valor absoluto de m

Conservar el mismo sentido, caso de m positivo, equivale a conservar el argumento,
y cambiar el sentido por su opuesto, caso de m negativo, equivale a sumar 1802 al
argumento.

En consecuencia y resumiendo, podemos escribir:
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Argumento de U sim =0

Argurnento de mu =

=l =l

Argumento de o + 1807 sim <0

o
mu con m=0

oo+ 150 o

o
mu con m<0

PROPUESTA DE TRABAJO: 21
a) El vector u tiene argumento 60°. ;Qué argumento tienen los siguientes vectores: 3 u,-2W,
“u,-15uy 24u?

b) Si el vector ¥ tiene argumento 1452, ;qué argumento tienen los vectores -5%, 4 ¥, -3 v
L2V y -w?

MODULO DE LA SUMA DE DOS VECTORES

¢ Qué relacion existe entre el médulo de la suma de dos vectores, | U + ¥ |, y los médulos
de los sumandos, | U |y | ¥ |?

La observacion de una suma geométrica de vectores ya nos lleva a la conclusién de que
— = — —
| W+ W |Z|W|+]|v]
Una observacion mas a fondo de la suma geométrica de dos vectores nos hacer ver que
— = — —
U+ |S|u|+]v|
esta desigualdad, llamada desigualdad triangular, se deduce del hecho de que un lado
de un triangulo siempre es menor que la suma de los otros dos lados. Sélo si los dos
vectores 'y ¥ tienen la misma direccién y sentido se verificaque | U+ v | =| u |+ | v |.

Si conoces las componentes de dos vectores W = (ur, U2) y ¥ = (v1, v2), puedes obtener el
médulo de la suma W + ¥ efectuando la suma en primer lugar

U+ ¥ = (U, U2) + (V1, v2) = (U1+ Vi1 , U2+ V2)
y calculando después el médulo

u+vl= \/(u1+ o (U )
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PROPUESTA DE TRABAJO: 22
a) Comprueba la desigualdad triangular con los vectores u =(3,4) y W =(12,5). Es decir, calcula

| W|y]| ¥, calcula
después U + ¥y sumodulo | U + ¥ | ; compara finalmente los tres médulos | W|, | ¥| y | U+ ¥

b) Comprueba la desigualdad triangular con los vectores A =(2,-2) y l_': =(-3,1) .
ARGUMENTO DE LA SUMA DE DOS VECTORES
De la misma forma que hicimos con los médulos, podemos preguntarnos si existe

' 2 — =
alguna relacién entre el argumento de la suma de dos vectores, Arg( u + ¥ ), y los
argumentos de los sumandos, Arg U y Arg ¥ .

La siguiente actividad interactiva pone de manifiesto que no existe ninguna
relacion sencilla entre Arg( U+ ¥), Argu y Arg ¥ .
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Wy = Uy + ¥p

iHay slguna relacion entre e, p oy 77

PROPUESTA DE TRABAJO: 23

Trata de encontrar una situacién en la que Arg i = Arg ¥ = Arg( W + ¥ ) . Es decir, trata de
dibujar dos vectores Uy ¥
que verifiquen Argu =Arg ¥ =Arg( U+ ¥).

OBTENCION DE COMPONENTES CONOCIDOS MODULO Y ARGUMENTO

Conociendo el médulo M y el argumento a de un vector U, podemos calcular
sus componentes (u1,uz) utilizando trigonometria:

- puesto que se define el coseno de a como Cosa =Y1/m
entonces la 12 componente u1 ("horizontal") vale ui = MCosa

- puesto que se define el seno de a como Sena = Y2/m
entonces la 22 componente uz ("vertical") vale uz = MSena

Resumiendo, si tenemos en cuenta que indicamos un vector de médulo M y
argumento a con la notacién Mgy, podemos escribir:

U=M; =(MCosa , MSena )
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MEen(:

TZens

PROPUESTA DE TRABAJO: 24

Calcula las componentes de los siguientes vectores. Utiliza después el applet de la actividad
interactiva anterior para
comprobar los resultados.

— ™ —
a =430 b =6135 C=

E} =2 .90° E =30
OBTENCION DE MODULO Y ARGUMENTO CONOCIDAS LAS COMPONENTES

Conociendo las componentes de un vector ¥ =(v1,v2), podemos calcular su médulo | ¥ :

= 1.2
[¥ =" w ey
Vo -
Para calcular su argumento a tengamos en cuenta que tana = ¥, y podemos escribir
Vo
o = Arctan v,

La funcién Arctanx, que en las calculadoras generalmente corresponde al boton tan™,

devuelve un angulo comprendido entre -902 y 90 que tiene por tangente x. Si el vector esta
Vo
situado en el 2° o0 3" cuadrantes se ha de efectuar una correccién al valor de Arctan ¥

consistente en sumarle 1802

Resumiendo, el argumento a se calcula:

L] L= .
Arc tanﬁ siv estaenel ¥ o 4% cuadrante
=

Arc tan % +180° 5i W estdenel 27 0 ¥ cuadrante
1

Vo
Si Tl'>=(V1,V2) esta en el 4° cuadrante, el calculo de Arctan ¥, da negativo; podemos

convertirlo en positivo sumando 360°.
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1 W
tan|3.=m tancx:,v.—?

s2

_ _ Iz
tan'?’—a tanS—H

PROPUESTA DE TRABAJO: 25
Calcula los médulos y los argumentos de los siguientes vectores. Utiliza después el applet de la
actividad interactiva
anterior para comprobar los resultados
—+

@ =(42) b=(33) T=(4,3)

— — r

d=(1,-3) e=(50) f=(0,-5)

SUMA DE DOS VECTORES DADOS EN FORMA POLAR

Dados dos vectores en forma polar, U =Uq y ¥ = Vg, ;,como realizaremos su suma?
Recuerda que, segin hemos visto en actividades anteriores, el médulo de la suma de dos
vectores no es la suma de médulos, ni el argumento la suma de argumentos.

Para realizar esta suma no tenemos mas remedio que empezar por calcular sus
—

componentes: = Uq = (UCosa , USenq)

Ug = (VCosp , VSenp)

realizar la suma: U + ¥ = (UCosa + VCosp , USena + VSenp)

y, si queremos dar el resultado en forma polar, calcular finalmente el médulo y el argumento
de la suma:

|4 +¥|=\/(UCosa + W¥Cos8)*+ (USena + VSenB)’

Arg { G+ ) = At USenox + VSenf
rg Uty )=Atan e T VCoss

(piensa en sumar 180° a Atan si U + ¥ esta en el 22 0 3" cuadrantes, es decir, si la 12 componente
de U + ¥ es negativa).
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Wy = Ug+ Ve
ero W= U+
P Y 2o+

PROPUESTA DE TRABAJO. 26

a) Calcula el médulo y el argumento de la suma de los tres vectores siguientes u =230:, ¥ =315
—
w =4270° .

b) Andamos 4 km en linea recta y en direccién NE, después 6 km también en linea recta y en

direccion NO, y finalmente
8 km también en linea recta y en direccion S. Calcula cuantos km nos hemos alejado del punto de

partida.
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